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Sefior(a):

RESOLUCION DECANAL N° 120-2022-D-FCNM. - Bellavista 17 de octubre de 2022.- EL DECANO DE LA FACULTAD
DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO:

Visto el Oficio N° 04-2022-JET-EPM-FCNM y Oficio N° 05-2022-JET-EPM-FCNM, recibido en forma virtual el 06 de
octubre de 2022, por medio del cual el Presidente del Jurado Evaluador del Proyecto de Tesis presenta el Dictamen,
para optar el Titulo Profesional de Licenciado en Matematica, e informa, que el proyecto titulado “CONJUNTOS EN R"
NO BORELIANOS Y NO LEBESGUE MEDIBLES”, presentado por la Srta. Bachiller GUIA RODRIGUEZ LESLY
ALEXANDRA 'y el Sr. Bachiller VALER RUIZ JUAN MANUEL, respectivamente, ha sido evaluado y se resuelve
aprobarlo.

CONSIDERANDO:

Que, el Art. 32° de la Ley Universitaria Ley N° 30220, norma que las Facultades son unidades de formacion académica,
profesional y de gestion, el Art. 70° numeral 2, 3 y 5, norma las atribuciones del Decano, a través de los Directores
de los Departamentos, Directores de las Escuelas Profesionales, Unidad de Investigacion y la unidad de Posgrado, y
las demés dependencias, respectivamente; a fin de lograr un desarrollo académico y administrativo eficaz y eficiente,
concordante con la misién, vision y valores de la Facultad FCNM;

Que, mediante Resolucidn del Consejo Universitario N° 099-2021-CU de fecha 30 de junio del afio 2021, se aprobé el
Reglamento de Grados y Titulos de Pregrado de la Universidad Nacional del Callao, sefialando en el Art. 33° que la
titulacion profesional por la modalidad de tesis se realiza por uno de los dos procedimientos: a) Sin ciclo de tesis, y b)
Con ciclo de tesis; asimismo, en su Art. 73° precisa sobre la documentacion que debe presentar el estudiante o
egresado para aprobar su proyecto de tesis y acceder a la titulacion profesional mediante dicha modalidad;

Que, con Resolucion Rectoral N° 285-2021-R de fecha 17 de mayo de 2021, se aprobo la Directiva N° 002-2021-R
PARA LA TITULACION PROFESIONAL POR LA MODALIDAD DE TESIS CON CICLO DE TALLER DE TESIS EN LA
UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO;

Que, con RESOLUCION DECANAL N° 021-2019-D-FCNM de fecha 04 de febrero de 2019 se aprueba la APERTURA,
INSCRIPCION Y DESARROLLO DEL TERCER CICLO TALLER DE TESIS DE LA FACULTAD DE CIENCIAS
NATURALES Y MATEMATICA DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO, designandose al mismo tiempo, al
Profesor ordinario, adscrito al Departamento Académico de Matematica Lic. JUAN BENITO BERNUI BARROS,
Coordinador del Tercer Ciclo Taller de Tesis, para la obtencién del Titulo Profesional de Licenciado en Matematica,
cumpliendo con las funciones establecidas en los articulos 46°, 47° 48° y 49° del Reglamento de Grados y Titulos de
la Universidad Nacional del Callao, aprobado mediante Resolucion de Consejo Universitario N° 099-2021-CU, de fecha
el 30 de junio de 2021;

Que, con Resolucion de Consejo de Facultad N° 028-2021-CF-FCNM de fecha 15 de marzo del 2021, se aprob6 el
PROYECTO DEL Ill CICLO TALLER DE TESIS PARA LA OBTENCION DEL TiTULO PROFESIONAL DE
LICENCIADO EN MATEMATICA DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO, que incluye el Cronograma de
Actividades, docentes de cada modulo, Asesores, programacion horaria, presupuesto y Personal Administrativo, con
las modificaciones realizadas por el Consejo de Facultad, el mismo que consta de once (11) paginas;

Que, mediante Resolucion Decanal N° 087-2022-D-FCNM y Resolucion Decanal N° 088-2022-D-FCNM de fecha 26
de agosto de 2022, se Designé al Jurado Evaluador de Proyecto de Tesis para obtener el titulo profesional de
Licenciado en Matematica, del proyecto titulado: “CONJUNTOS EN R NO BORELIANOS Y NO LEBESGUE
MEDIBLES’, presentado por la Srta. Bachiller GUIA RODRIGUEZ LESLY ALEXANDRA y el Sr. Bachiller VALER RUIZ
JUAN MANUEL respectivamente, Jurado que esta integrado por los profesores: Dr. JULIO CESAR NUNEZ VILLA
(Presidente), Dr. EDINSON MONTORO ALEGRE (Vocal), Dr. DIONICIO ORLANDO MORENO VEGA (Secretario),
Lic. GABRIEL RODRIGUEZ VARILLAS (Suplente);

Que, corrido el tramite de la solicitud de los recurrente, el presidente del Jurado Evaluador del Proyecto de Tesis
presenta en forma virtual en mesa de partes de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica, el 06 de octubre de
2022, el Dictamen del proyecto de Tesis titulado “CONJUNTOS EN R" NO BORELIANOS Y NO LEBESGUE
MEDIBLES’, presentado por la Srta. Bachiller GUIA RODRIGUEZ LESLY ALEXANDRA y el Sr. Bachiller VALER RUIZ
JUAN MANUEL, respectivamente; el cual ha sido evaluado en su forma y fondo, dictaminando su aprobacioén;

Que, estando vigente el Estado de Emergencia Nacional y de Aislamiento Social Obligatorio establecido en el marco
del Decreto de Urgencia N° 026-2020 por las graves circunstancias que afectan la vida de la Nacion a consecuencia



del brote del COVID-19. Se ha emitido la Resolucion de Consejo Universitario N° 068-2020-CU, de fecha 25 de marzo
de 2020, mediante la cual se resuelve “autorizar con eficacia anticipada, del 16 de marzo de 2020, y hasta que concluya
el estado de emergencia nacional, la modificacién del lugar de la prestacidn de servicios docentes y administrativos;

Estando a lo glosado; a la documentacion que obra en autos; a lo normado en el Reglamento de Grados y Titulos; y
en uso de las atribuciones que le confiere el Art. 187° del Estatuto de la Universidad Nacional del Callao, modificado
en Resolucion de Asamblea Universitaria N°® 008-2022-AU, de fecha 28 de junio de 2022 y concordante con el Art. N°
70° de la ley universitaria, Ley N° 30220;

RESUELVE:

1°. APROBAR, con eficacia anticipada el Proyecto de Tesis para optar el Titulo Profesional de Licenciado en
Matematica, titulado: “CONJUNTOS EN R" NO BORELIANOS Y NO LEBESGUE MEDIBLES”, presentado por los
Bachilleres, Srta. Bachiller GUIA RODRIGUEZ LESLY ALEXANDRA y el Sr. Bachiller VALER RUIZ JUAN MANUEL,
en el Tercer Ciclo Taller de Tesis para la obtencion del Titulo Profesional de Licenciado en Matematica, de la Facultad
de Ciencias Naturales y Matematica, de la Universidad Nacional del Callao.

2°. AUTORIZAR, a la Unidad de Investigacion inscribir el tema de tesis y su autor sefialado en la presente Resolucién,
en el Libro de Registro de Tesis, de acuerdo con el Reglamento de Grados y Titulos vigente.

3°. TRANSCRIBIR, la presente Resolucion a los miembros del Jurado Evaluador, profesor asesor, Escuela Profesional
y Departamento Académico de Matematica, Unidad de Investigacién, Comision de Grados y Titulos e interesados, para
conocimiento y fines.

REGISTRESE, COMUNIQUESE Y ARCHIVESE

Fdo. Dr. JUAN ABRAHAM MENDEZ VELASQUEZ. -Decano y Presidente del Consejo de Facultad de la Facultad de
Ciencias Naturales y Matematica de la Universidad Nacional del Callao.

Fdo. Mg. GUSTAVO ALBERTO ALTAMIZA CHAVEZ -Secretario Académico
Lo que transcribo a usted para los fines pertinentes.
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UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

DECANATO

PROVEIDO N°613-2022-D-FCNM

Ref.: OFICIO N° 04-2022-JET-EPM-FCNM
DICTAMEN N° 04-2022-JET-FCNM
Jurado Evaluador del Proyecto de Tesis
IIl CICLO TALLER DE TESIS FCNM 2021
Bach. GUIA RODRIGUEZ, Lesly Alexandra
Escuela Profesional de Matematica

DERIVESE, el documento indicado de la referencia a la Oficina de Secretaria Académica de la FCNM, para la
emision de la respectiva resolucion.

Bellavista, 07 de octubre de 2022

Atentamente,
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UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

JURADO EVALUADOR DE TESIS
(R. D. N° 087-2022-D-FCNM)

Lima, 06 octubre 2022

OFICIO N° 04-2022-JET-EPM-FCNM
Senor

Dr. Juan A. Méndez Velasquez
Decano de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica
Presente.-

De mi consideracion:

Tengo el agrado de dirigirme a usted para expresarle un cordial saludo y
en atencion al Memorando N° 053-2022-D-FCNM, remitir a su despacho el
expediente con el Dictamen del Jurado Evaluador del Proyecto de Tesis titulada:
“Conjuntos en R no borelianos y no lebesgue medibles” presentado por la bachiller
Guia Rodriguez Lesly Alexandra.

Atentamente,

I
Dr Julio ésa Nuiiez Villa
Presidente de Jurado Evaluador de Tesis



UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA
ESCUELA PROFESIONAL DE MATEMATICA

06 de octubre 2022

DICTAMEN N°04-2022- JET-FCNM

El Jurado Evaluador del Proyecto de Tesis: “Conjuntos en R no borelianos y no lebesgue medibles”
presentado por la bachiller Guia Rodriguez Lesly Alexandra, designado con Resolucion
Decanal N2 087-2022-D-FCNM, reunido en sesion virtual ordinaria del dia miércoles 05 de
octubre a las 22: 20 hrs., revisan cuidadosamente el Proyecto de Tesis presentado, en forma y
fondo; por lo que el Jurado de Proyecto de Tesis toman el siguiente:

ACUERDO:

1 © Aprobar el proyecto de tesis titulado: “Conjuntos en R no borelianos y no lebesgue
medibles” presentado por la bachiller Guia Rodriguez Lesly Alexandra.

2° Remitir al Sefior Decano de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica el presentedictamen,
acompafiado la version virtual del expediente respectivo para que, segin lo dispuesto por el
Reglamento de Grados y Titulos de Pregrado de la Universidad Nacional del Callao, se continue
con el tramite.

Dr. Julio César Nuiiez Villa Dr. Edinson Montoro Alegre Dr. Dionicio (j_r_lando Moreno Vega

Evaluador de Tesis Jurado Evaluador de Tesis Jurado Evaluador de Tesis
PRESIDENTE VOCAL SECRETARIO

Lic. Gabriel Rodriguez Varillas
Jurado Evaluador de Tesis
SUPLENTE



UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA
JURADO EVALUADOR DE TESIS

CITACION N° 004-2022-JEPT-FCNM
Sefores

Dr. Nunez Villa Julio César

Dr. Edinson Montoro Alegre

Dr. Dionicio Orlando Morena Vega

Lic. Gabriel Rodriguez Varillas

Miembros del Jurado Evaluador de Tesis

Presente.-

A través del presente cito a usted con caracter de urgencia a la reunion a
llevarse a cabo en la fecha, hora y lugar siguientes:

Fecha : Miércoles 5 de octubre del 2022

Hora 1 22:20

Enlace . https://meet.google.com/uag-cygg-bbi
AGENDA

v' Expediente de tesis “Conjuntos en Rn no bolereanos y no lebesgue
medibles” de la Bachiller Guia Rodriguez Lesly Alexandra.

*Se adjunta RESOLUCION DECANAL N© 087-2022-D-FCNM

Lima, 5 de octubre del 2022

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA
JURADO EVALUADOR DE PROYECTO DE TESIS

Dr. Nufiez Villa Julio César
Presidente
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INTRODUCCION

En éste trabajo vamos a dar a conocer algunas aplicaciones de recursiones
transfinitas, mostrando la existencia de conjuntos Lebesgues medibles, pero
no Borelianos y ademas se construird el conjunto de Bernstein, que es un

ejemplo de un conjunto que no es Lebesgue medible.

El principio de buen orden afirma que en cualquier conjunto de nimeros
naturales existe un minimo, es decir, un nimero no mayor que algun otro del
resto, siempre y cuando dicha coleccidon no esté vacia. Esto diferencia al
conjunto de los numeros naturales de otros conjuntos ordenados de
nameros, como por ejemplo los nUmeros enteros o los numeros reales. El
principio de buena ordenacion es equivalente al principio de induccion: uno

puede demostrarse a partir del otro.

Recordemos que podemos hablar de dos tipos de induccién: la ordinaria 'y la
transfinita. La induccion transfinita es una extension de la induccion
matematica a (grandes) conjuntos bien ordenados, tales como conjuntos de

ordinales o cardinales.

Cuando hablemos de conjunto de Bernstein es un Optimo ejemplo de
conjuntos con propiedades no usuales. La construccion de ese conjunto
envuelve muchos pasos, la induccion transfinita no sera suficiente y para
facilitar las demostraciones se presentara diversos lemas, todo eso con la

intuicién de probar la existencia de la construccion.


https://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_naturales
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_naturales
https://es.wikipedia.org/wiki/Elemento_m%C3%ADnimo
https://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto_vac%C3%ADo
https://es.wikipedia.org/wiki/Relaci%C3%B3n_de_orden
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_enteros
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_reales
https://es.wikipedia.org/wiki/Principio_de_inducci%C3%B3n

. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
1.1 Descripcion de la Realidad Problematica

En el presente trabajo se pretende construir diversos ejemplos que muestren la
existencia de conjuntos Lebesgue medibles no Borelianos y ademas describir los
conjuntos de Bernstein que son conjuntos en los reales que no son Lebesgue

medibles.

1.2 Formulaciéon del problema

1.2.1 Problema General

e ¢ Existen ejemplos de conjuntos en R no Borelianos y no Lebesgue

medibles?
1.2.2 Problema Especifico

e ¢ Existen ejemplos de conjuntos Lebesgue medibles no Borelianos?

e ¢ Existen conjuntos en R no Lebesgue medibles?

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General

e Mostraremos ejemplos de conjuntos en R no Borelianos y no

Lebesgue medibles.
1.3.2 Objetivos Especificos

e Mostraremos ejemplos de conjuntos Lebesgue medibles no

Borelianos.



e Mostraremos ejemplos de conjuntos en R no Lebesgue medibles

1.4 Justificacion

El siguiente trabajo esta dedicado a todos los lectores que quieran y les guste
aplicar métodos de teoria de conjuntos fuera de la teoria clasica de conjuntos, a

partir de la Teoria de la medida.

La importancia de la Teoria de Conjuntos radica en que a partir de ella se pueda
reconstruir toda la matematica, mientras que la teoria de la medida es de
importancia central en la geometria, la probabilidad y en la estadistica, ya que
permite crear nuevas formas de medir conjuntos desde el punto de vista de la

longitud, el area, el volumen, etc.

Es asi que el motivo principal del presente trabajo es dar a conocer la importancia
de estudiar la teoria de conjuntos y los métodos tipicos de la teoria moderna de

conjuntos como: la induccion transfinita, el lema de Zorn y la hipotesis del
continuo, obteniendo resultados relevantes en el estudio de las o-algebras de

los reales.

Se mostrara la existencia de subconjuntos de R con algunas propiedades

extrafias, como lo son los conjuntos de Bernstein. Para ello se desarrollaran

temas como induccién y recursividad transitiva, aritmética cardinal, entre otros.



1.5 Delimitantes de la investigaciéon

1.5.1 Tebrica

No se aplica en este tipo de proyecto

1.5.2 Temporal

No se aplica en este tipo de proyecto

1.5.3 Espacial

No se aplica en este tipo de proyecto



MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes

2.1.1 Antecedentes Nacionales

No se encontr6é antecedentes nacionales.

2.1.2 Antecedentes Internacionales

CIESIELSKI, K. Set Theory for the Working Mathematician. England:
Cambridge University Press, 1997.

En el texto el autor se concentra en los métodos tipicos de teoria de
conjuntos moderna: induccion transfinita, lema de Zorn, hipotesis del
continuo. La elecciéon de los temas y la forma en que se presentan esta
subordinada a un propésito: obtener las herramientas que son mas utiles
en las aplicaciones, especialmente en geometria abstracta, analisis,
topologia y algebra. En particular, la mayoria de los métodos presentados
en el liboro van acompafados de muchas aplicaciones en geometria

abstracta, analisis real y, en algunos casos, topologia y algebra.

ALFRED TARSKI'S WORK IN SET THEORY, AZRIEL LEVY. The

Journal of Symbolic Logic, Mar., 1988, Vol. 53, No. 1 (Mar., 1988)

Un motivo central en el trabajo de Tarski en teoria de conjuntos, y también
en logica, fue la idea de algebraizacién. Tarski probablemente esperaba
gue un calculo algebraico de la teoria de conjuntos hiciera que las sélidas

herramientas desarrolladas en la teoria de conjuntos estuvieran



disponibles para muchos casos diferentes, tanto en la teoria de conjuntos
como fuera de ella. Esta algebraizacién se llevé a cabo principalmente en
dos direcciones diferentes. Una direccion es la de las algebras de Boole
y sus modelos-campos de conjuntos naturales; nos referiremos a ella
como la direccion algebraica booleana. Esta direccién resultdé ser
inmensamente exitosa y dio muchos frutos para la investigacién en
grandes cardenales y forzamiento. La otra direccién de la algebraizacion
de la teoria de conjuntos llevada a cabo por Tarski es la del analisis de la
accion de funciones uno-uno que conducen a las algebras cardinales y
ordinales; nos referiremos a ella como la direccion algebraica. Tarski y
algunos de sus alumnos invirtieron mucho trabajo e ingenio en esta
direccion, pero no resultd ser una fuente importante de matematicas
fructiferas. El modelo principal para la direccion algebraica fue la teoria
aditiva finita e infinita de los cardinales en ausencia del axioma de
eleccion, posiblemente en presencia de alguna version débil de este
axioma. El axioma completo de eleccion permite operaciones de caracter
altamente no constructivo, y no es probable que uno pueda algebraizarlas
de ninguna manera util. Por tanto, los teoremas tedricos de conjuntos que
mencionaremos en nuestra descripcion de esta direccion seran teoremas

demostrables sin utilizar el axioma de eleccion.

On the Berstein=Svarc theorem in dimension 2 ,BY ALEXANDER N.
DRANISHNIKOV AND YULI B. RUDYAK, Department of Mathematics,

University of Florida, 358 Little Hall, Gainesville, FL 32611, U.S.A.



2.2 Bases teoricas

Esta seccion esta dedicada a mostrar el contenido tedrico necesario para la
realizacion del presente trabajo, con esta finalidad seguiremos los resultados
mostrados en LEFSCHETZ, S. Introduction to Topology. United States:
Princeton University Press, 2015 ; y Folland, G.B. 1999. Real Analysis:
Modern Techniques and their Applications. 2nd edition. John Wiley & Sons

Inc.
2.2.1 Buen orden
Definicién 1:

Dada < una orden sobre X , decimos que < es una buen orden si, dado
cualquier A c X no vacio, existe a € A tal que a = min 4, estoes, a < b,

para todo b € A.
2.2.2 Ordinales
La idea de definir nimeros ordinales es para que
x< [ siysolosi a€ B,y a={f:<a}
Definicién 2:
Decimos gue un conjunto X es transitivo si, paratodo y € X, tenemos
que y c X.
Definicién 3:

Un conjunto es un numero ordinal (un ordinal) si €l es transitivo y bien

ordenado por E.
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Denotaremos ordinales con letras griegas minusculas «, 8, y, etc. La

clase de todos los ordinales es denotada por Ord.

Definimos

a < Bsiysolosi x€p
% x< Bsiysolosi(a<f o a=p)
Definicion 4:

Sea o« un ordinal. Si x= g + 1 para algun g ordinal, decimos que « es
un ordinal sucesor. Si « no es un ordinal sucesor, entonces «=

sup {B: B <x} = U «x , « es llamado ordinal limite.

Note que todo n € w = {0,1,2, ...} no vacio es un ordinal sucesor. Note

también que w es un ordinal limite.

2.2.3 Topologia en los ordinales

Fijando un ordinal «, hay una topologia muy natural en él, la topologia

del orden:
Definicién 5:

Dado un ordinal «, llamamos de topologia del orden a la topologia

generada por los conjuntos de la forma

[0,¢[,1&n[ y1n, af

Donde é,n € a

11



Definicién 6:

Un espacio topolégico X es llamado un espacio T, 0 espacio de
Hausdorff, si para todo par de puntos distintos x;,x, € X existen

conjuntos abiertos U;, U, tales que

x, € Uy, x,€U, y UynU; =0

Definicién 7:

Un espacio topoldgico X es llamado separable si existe un subconjunto

numerable D de X talque D =X

Definicién 8:

Sea X un espacio topoldgico y x € X.

e Un conjunto N € X es llamado una vecindad de x en X si existe
un conjunto abierto U conx € U S N.

e Una base de vecindades en x es una familia 3, de vecindades de
x (en X) tal que toda vecindad de x contiene algin miembro de

R, .

Definicién 9:

Un espacio topologico X es llamado primero numerable si X tiene una

base de vecindades numerable en cada punto.

12



Definicién 10:

Un espacio topolégico X es llamado segundo numerable si existe una

base numerable de abiertos para X .

Definicién 11:

Un espacio topologico X es llamado secuencialmente compacto si X
es Hausdorff y toda sucesion de puntos de X tiene una subsucesion

convergente.

w1, €l primer ordinal no numerable

Definicién 12;

Llamamos de w; un conjunto bien ordenado y no numerable tal que para

cada x € w4, el conjunto {f € w; : f < a } es numerable.

2.2.4 Cardinales

Definicién 13:

Dos conjuntos A4, Btienen la misma cardinalidad (numero cardinal,

cardinal), y escribimos A ~ B si existe una biyeccion f : A — B.

Definicion 14:

13



El numero ordinal mas pequefio con esta propiedad se llama

cardinalidad de A y se denota por |A|. Esto es,

|A] = min{x: « es ordinal y A = o}

2.3 Marco conceptual

2.3.1 Teoriade conjuntos

Es una rama de la l6gica matematica que estudia las propiedades y
relaciones de los conjuntos: colecciones abstractas de objetos,
consideradas como objetos en si mismas. Los conjuntos y sus
operaciones mas elementales son una herramienta de cualquier teoria

matematica.

2.3.2 Teorema del buen orden

El teorema del buen orden establece que todo conjunto puede ser bien
ordenado. Un conjunto X esta bien ordenado por un orden estricto si
todo subconjunto no vacio de X tiene un elemento minimo bajo dicho

orden.

2.3.3 Espacio Topoldgico

Un espacio topoldgico es una estructura matematica que permite la
definicion formal de conceptos como convergencia, conectividad,

continuidad, vecindad, usando subconjuntos de un conjunto dado.

14



2.3.4 Axiomade eleccidon

En teoria de conjuntos, el axioma de eleccién es un axioma que postula
gue, para cada familia de conjuntos no vacios, existe otro conjunto que

contiene un elemento de cada uno de aquellos.
2.3.4.1 Conjunto de Bernstein

Un subconjunto B de R es un conjunto de Bernstein si tanto B como su
complemento corta a cada cerrado no numerable. Esta propiedad hace
gue los conjuntos de Bernstein sean bastantes fieros, o en términos

mas finos, ‘irregulares’.

2.4 Definiciones de términos basicos

2.4.1 Espacios Topoldgicos
Definicion 15:
Un espacio topoldgico es una pareja (X, 7) tal que X es un conjunto y
T una coleccién de subconjuntos de X tales que satisfacen
1. ¢,XerT,
2. U,...U,et= NLU€ET

3. Uy€t, paratodoa €l = Uy Uy €T
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Definicion 16:
Sean (X, 1) un espacio topolégicoy A c X. Decimos que A es cerrado
si y solo si su complemento A€ es abierto. La cerradura A de A es la

interseccion de todos los cerrados que contiene a A, El interior A° de A

la definimos como la unién de todos los subconjuntos abiertos de A.

Definicién 17:

Sea a € R"y r > 0. Llamamos bola abierta de centro a y radio r al
conjunto

B.(a) ={x € R™d(x,a) <r}

Definicién 18:

Sea a € R"y r > 0. Llamamos bola abierta de centro a y radio r al
conjunto

B.(a) ={x € R™d(x,a) <71}

Definicién 19:

Sea A € R™ es abierto si para todo x € A, existe r > 0 tal que B,.(x) < A.

Definicién 20:

Un conjunto A € R™ es cerrado si su complemento es un conjunto

abierto.

2.4.2 Medida de Lebesgue

Se considera la medida m de Lebesgue en la recta real R.
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2.4.3 Conjuntos medibles.

Se considera los conjuntos medibles los cuales forman el o-algebra, el

cual contiene el o-algebra de Borel B.
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. HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1 Hipobtesis
3.1.1 Hipétesis general
e Existen ejemplos de conjuntos en R no Borelianos y no Lebesgue

medibles.
3.1.2 Hipoétesis Especifica

e Existen ejemplos de conjuntos Lebesgue medibles no Borelianos

e Existen conjuntos en R no Lebesgue medible

3.2 Definicion conceptual de variables.

3.2.1 Variable Independiente (I):

Conjuntos en R

Dado el conjunto de los reales consideraremos a los conjuntos en R como todos
los elementos del conjunto de partes de R. El conjunto de partes de R en

particular es el mayor o-algebra sobre los reales.

3.2.2 Variables dependientes (D):

Conjuntos Borelianos y conjuntos Lebesgue medibles

Un conjunto de Borel es un elemento de la llamada c-algebra de Borel, la cual

no es mas que la minima o-algebra que contiene a una topologia dada.

Un conjunto B de R"™ se dira medible si, para todo conjunto A, se verifica la

siguiente identidad:

18



m*(A) =m* (A n B) + m* (A\B).

Donde m* es la medida exterior de Lebesgue.

3.2.1 Operacionalizacién de las variables

Variables | Dimensiones Indicadores Método Técnica
Topologia Topologia en Documentos
ordinales cualitativos.
I
Conjuntos | Cardinalidad Método de Revision
en R Hipétesis del escritorio o de bibliografica.
Continuo biblioteca.
Lema de Zorn Trabajo con
equipos de
Principio de investigacion.
Eleccién
Documentos
cualitativos.
Conjuntos Conjuntos
Borelianos abiertos.
Revision
bibliogréfica.
D Método de
Conjuntos Medida exterior. escritorio o de
Lebesgue biblioteca. Trabajo con
medible equipos de
investigacion.
Medidade | g-algebras
conjuntos

Fuente: Elaboracién propia
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V.

DISENO METODOLOGICO

4.1 Tipo y disefio de investigacion

4.1.1 Tipo de Investigacién
La investigacion es de tipo bésica, pura o fundamental, pues se utiliza las
teorias existentes para profundizar en ellas, generando nuevos

conocimientos o criterios.

4.1.2 Disefo de la Investigacion
La investigacion que se desarrolla presenta el tipo inductivo — deductivo

tratando de ser lo mas exhaustivo posible en cada demostracion.

Se empezard definiendo los términos basicos relacionados a la topologia y

a la teoria de la medida, posteriormente se encontrara los resultados
analizando la topologia sobre los reales y estudiando las diferentes o-
algebras que se pueden generar sobre ellos.

Finalmente se expondran ejemplos que son Lebesgue medibles pero no

Borelianos y en particular se construirdn los conjuntos de Bernstein que

ejemplifica un subconjunto de los reales que no es Lebesgue medible.

4.2 Método de investigacion

Por la naturaleza de la investigacion, al ser tipo basica, el método empleado
es el método de escritorio o0 de biblioteca, es decir, se realizara un analisis
bibliogréafico a profundidad con respecto a las teorias relacionadas al

presente tema de investigacion.
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4.3 Poblacién y muestra

No se aplica en este tipo de proyecto.

4.4 Lugar de estudio
El lugar de estudio para el presente proyecto de investigacion se desarrollo
en la biblioteca especializada y laboratorio de la Facultad De Ciencias
Naturales Y Matematica, biblioteca central de la Universidad Nacional Del

Callao.

4.5 Técnicas e instrumentacion para la recoleccion de informacion
La técnica aplicada al presente trabajo proyecto de investigacion fue la
técnica del andlisis documentario, cualitativo. Ello se basa en el andlisis de
documentos existentes en articulos, libros, revistas cientificas. Acorde a

nuestra investigacion no se aplica instrumento de recoleccion de informacién

4.6 Analisis y procesamiento de datos
Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesité procedimientos
de recoleccion de datos mas que la revision de bibliografia (libros, paginas

web, paper, etc.)

4.7 Aspectos Eticos en Investigacion.

El presente trabajo cumple las normas establecidas (articulo 427-438 del
Caodigo Penal, Ley sobre el Derecho de Autor-Decreto Legislativo N° 822) en

nuestro pais, no incurriendo en el delito contra la fe publica.
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4.8 Si la orientacion es hacia un proyecto de inversion,

4.9

considera: Estudio técnico, Estudio econdmico-financiero,

Estudio de la organizacién administrativa.

No se aplica para este tipo de proyecto.

Si el proyecto se orienta al impacto ambiental, considera:
Area de estudio, Evaluacion del impacto ambiental,

Medidas ecoldgicas, Plan de supervision ambiental.

No se aplica para este tipo de proyecto
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V1.

CRONOGRAMA DE ACTIVIDADES

Proyecto de tesis:

“CONJUNTOS EN R NO BORELIANOS Y NO LEBESGUE MEDIBLES"

CRONOGRAMA DE PROYECTO DE TESIS

Tesistas Guia Rodriguez Lesly Alexandra

Valer Ruiz Juan Manuel
Fecha de Inicio: 03/05/2021
Fecha de término: 03/11/2022

ACTIVIDADES INICIO FINAL " DUR. MAYO JUNIO JULIo AGOSTO

Capacitacion Tedrica 03/05/2021| 23/05/2021 3
Componente 1:
Recopilacién de material bibliogréfico,
seleccidn y andlisis del tema. 24/05/2021| 20/06/2021 4
Componente 2:
Infinitos conjuntos Lebesgue medibles
pero no Borelianos.Conjuntos de
Bernstein

21/06/2021]| 18/07/2021 4
Andlisis y discusion de resultados 19/07/2021| 15/08/2021 3
Digitalizacién y defensa de tesis 16/08/2021| 03/11/2022 2

LEYENDA
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VIl. PRESUPUESTO
ESPECIFICACIONES PORCENTAJE COSTO (S/)
(%)

Laptop 31,25 3000.00

Textos de especialidad 10,42 1000.00
Servicios de internet 4,17 400.00
Fotocopias y espiralados 1,04 100.00
Tipeos de impresion 2,08 200.00
Papel de impresion 1,04 100.00
Material de escritorio 4,17 400.00
Empastado de tesis 2,08 200.00
Ciclo tesis 43,75 4200.00

total 100 9600.00

Fuente: Elaboracion Propia
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VIII.

ANEXOS

8.1 Matriz de consistencia

Problema Objetivos Hipétesis Metodologia Variables
Objetivo General Hipétesis general Tipo de Investigacién
Problema General Mostraremos Existen ejemplos de La investigacion es de tipo béasica, pura o fundamental, Variable 1.
¢Existen ejemplos de | ejemplos de | conjuntos en R no pues se utiliza las teorias existentes para profundizar en
conjuntos en R no | conjuntos en R no | Borelianosy no ellas, generando nuevos conocimientos o criterios. Conjuntos en
Borelianos y no | Borelianos 'y no | Lebesgue medibles. Disefio de la Investigacion R
Lebesgue medibles? Lebesgue medibles. La investigacion que se desarrolla presenta el tipo inductivo
— deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo posible en Variable 2
cada demostracion.
Se empezaréa definiendo los términos béasicos relacionados Conjuntos
a la topologia y a la teoria de la medida, posteriormente se Borelianos
Problema Especifico Objetivos Hipétesis encontrara los resultados analizando la topologia sobre los
¢Existen ejemplos de | Especificos Especifica reales y estudiando las diferentes o-algebras que se Conjuntos
conjuntos Lebesgue | Mostraremos Existen ejemplos de pueden generar sobre ellos. Lebesgue
medibles no | ejemplos de | conjuntos Lebesgue Finalmente se expondran ejemplos que son Lebesgue medible
Borelianos? conjuntos Lebesgue | medibles no medibles pero no Borelianos y en particular se construiran
¢Existen conjuntos en | medibles no | Borelianos. los conjuntos de Bernstein que ejemplifica un subconjunto
R no Lebesgue | Borelianos. de los reales que no es Lebesgue medible.
medibles? Mostraremos Existen conjuntos en | Método de investigacion
ejemplos de | R noLebesgue Por la naturaleza de la investigacion, al ser tipo béasica, el

conjuntos en R no

Lebesgue medibles

medible

método empleado es el método de escritorio o de biblioteca,
es decir, se realizara un analisis bibliogréafico a profundidad
con respecto a las teorias relacionadas al presente tema de
investigacion.

Poblacién y muestra

Poblacion: Conjuntos en R.

Muestra: o-algebras en R

Lugar de estudio

Se puede considerar lugar de estudio todo espacio fisico
que contribuya en la elaboracién del presente trabajo, por
ejemplo, la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica de
la UNAC, la Biblioteca Central de la UNAC, pero debido a la
situacion actual originado por el COVID-19 el lugar de
estudio sera en mi hogar.

Técnicas e instrumentacion para la recoleccién de
informacion

Para la realizacion de este trabajo de tesis se reviso
bibliografia especializada y recopilacién de informacion
obtenida relacionada al tema de interés.

Andlisis y procesamiento de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitd
procedimientos de recoleccién de datos mas que la revision
de bibliografia (libros, paginas web, paper, etc.)

Fuente: Elaboracion propia.
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UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

DECANATO

PROVEIDO N°618-2022-D-FCNM
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DICTAMEN N° 05-2022-JET-FCNM
Jurado Evaluador del Proyecto de Tesis
[l CICLO TALLER DE TESIS FCNM 2021
Bach. VALER RUIZ, Juan Manuel
Escuela Profesional de Matematica

DERIVESE, el documento indicado de la referencia a la Oficina de Secretaria Académica de la FCNM, para la
emision de la respectiva resolucion.

Bellavista, 07 de octubre de 2022

Atentamente,

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA
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Dr. Juan Abraham Méndez Velasquez
Decano
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7~ Archivo

Av. Juan Pablo Il N2 306 Ciudad Universitaria Bellavista — Callao Correo Electrénico: fcnm.mesa@unac.edu.pe
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UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

JURADO EVALUADOR DE TESIS
(R. D. N° 088-2022-D-FCNM)

Lima, 06 octubre 2022

OFICIO N° 05-2022-JET-EPM-FCNM
Senor

Dr. Juan A. Méndez Velasquez
Decano de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica
Presente.-

De mi consideracion:

Tengo el agrado de dirigirme a usted para expresarle un cordial saludo y
en atencion al Memorando N° 054-2022-D-FCNM, remitir a su despacho el
expediente con el Dictamen del Jurado Evaluador del Proyecto de Tesis titulada:
“Conjuntos en R no borelianos y no lebesgue medibles” presentado por el bachiller
Valer Ruiz Juan Manuel.

Atentamente,

I
Dr Julio ésa Nuiiez Villa
Presidente de Jurado Evaluador de Tesis



UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA
ESCUELA PROFESIONAL DE MATEMATICA

06 de octubre 2022

DICTAMEN N°05-2022- JET-FCNM

El Jurado Evaluador del Proyecto de Tesis: “Conjuntos en R no borelianos y no lebesgue
medibles” presentado por el bachiller Valer Ruiz Juan Manuel, designado con Resolucion
Decanal N° 088-2022-D-FCNM, reunido en sesion virtual ordinaria del dia miércoles 05 de
octubre a las 22: 40 hrs., revisan cuidadosamente el Proyecto de Tesis presentado, en forma y
fondo; por lo que el Jurado de Proyecto de Tesis toman el siguiente:

ACUERDO:
1 ° Aprobar el proyecto de tesis titulado: “Conjuntos en R no borelianos y no lebesgue
medibles” presentado por el bachiller Valer Ruiz Juan Manuel.

2° Remitir al Sefior Decano de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica el presente
dictamen, acompaiado la version virtual del expediente respectivo para que, segun lo
dispuesto por el Reglamento de Grados y Titulos de Pregrado de la Universidad Nacional
del Callao, se continuie con el tramite.

Dr. Julio César Nuifiez Villa Dr. Edinson Montoro Alegre Dr. Dionicio Orlando Moreno Vega
Evaluador de Tesis Jurado Evaluador de Tesis Jurado Evaluador de Tesis

PRESIDENTE VOCAL SECRETARIO

Lic. Gabriel Rodriguez Varillas
Jurado Evaluador de Tesis
SUPLENTE



UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA
JURADO EVALUADOR DE TESIS

CITACION N° 005-2022-JEPT-FCNM
Sefores

Dr. Nunez Villa Julio César

Dr. Edinson Montoro Alegre

Dr. Dionicio Orlando Morena Vega

Lic. Gabriel Rodriguez Varillas

Miembros del Jurado Evaluador de Tesis

Presente.-

A través del presente cito a usted con caracter de urgencia a la reunion a
llevarse a cabo en la fecha, hora y lugar siguientes:

Fecha : Miércoles 5 de octubre del 2022

Hora 1 22:40

Enlace . https://meet.google.com/uag-cygg-bbi
AGENDA

v' Expediente de tesis “Conjuntos en Rn no bolereanos y no lebesgue
medibles” del Bachiller Valer Ruiz Juan Manuel.

*Se adjunta RESOLUCION DECANAL N© 088-2022-D-FCNM

Lima, 5 de octubre del 2022

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA
JURADO EVALUADOR DE PROYECTO DE TESIS
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A través del presente cito a usted con caracter de urgencia a la reunion a
llevarse a cabo en la fecha, hora y lugar siguientes:

Fecha : Miércoles 5 de octubre del 2022

Hora 1 22:40

Enlace : https://meet.google.com/uag-cygg-bbi
AGENDA

v' Expediente de tesis “Conjuntos en Rn no bolereanos y no lebesgue
medibles” del Bachiller Valer Ruiz Juan Manuel.
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INTRODUCCION

En éste trabajo vamos a dar a conocer algunas aplicaciones de recursiones
transfinitas, mostrando la existencia de conjuntos Lebesgues medibles, pero
no Borelianos y ademas se construird el conjunto de Bernstein, que es un

ejemplo de un conjunto que no es Lebesgue medible.

El principio de buen orden afirma que en cualquier conjunto de nimeros
naturales existe un minimo, es decir, un nimero no mayor que algun otro del
resto, siempre y cuando dicha coleccidon no esté vacia. Esto diferencia al
conjunto de los numeros naturales de otros conjuntos ordenados de
nameros, como por ejemplo los nUmeros enteros o los numeros reales. El
principio de buena ordenacion es equivalente al principio de induccion: uno

puede demostrarse a partir del otro.

Recordemos que podemos hablar de dos tipos de induccién: la ordinaria 'y la
transfinita. La induccion transfinita es una extension de la induccion
matematica a (grandes) conjuntos bien ordenados, tales como conjuntos de

ordinales o cardinales.

Cuando hablemos de conjunto de Bernstein es un Optimo ejemplo de
conjuntos con propiedades no usuales. La construccion de ese conjunto
envuelve muchos pasos, la induccion transfinita no sera suficiente y para
facilitar las demostraciones se presentara diversos lemas, todo eso con la

intuicién de probar la existencia de la construccion.


https://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_naturales
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_naturales
https://es.wikipedia.org/wiki/Elemento_m%C3%ADnimo
https://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto_vac%C3%ADo
https://es.wikipedia.org/wiki/Relaci%C3%B3n_de_orden
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_enteros
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_reales
https://es.wikipedia.org/wiki/Principio_de_inducci%C3%B3n

. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
1.1 Descripcion de la Realidad Problematica

En el presente trabajo se pretende construir diversos ejemplos que muestren la
existencia de conjuntos Lebesgue medibles no Borelianos y ademas describir los
conjuntos de Bernstein que son conjuntos en los reales que no son Lebesgue

medibles.

1.2 Formulaciéon del problema

1.2.1 Problema General

e ¢ Existen ejemplos de conjuntos en R no Borelianos y no Lebesgue

medibles?
1.2.2 Problema Especifico

e ¢ Existen ejemplos de conjuntos Lebesgue medibles no Borelianos?

e ¢ Existen conjuntos en R no Lebesgue medibles?

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General

e Mostraremos ejemplos de conjuntos en R no Borelianos y no

Lebesgue medibles.
1.3.2 Objetivos Especificos

e Mostraremos ejemplos de conjuntos Lebesgue medibles no

Borelianos.



e Mostraremos ejemplos de conjuntos en R no Lebesgue medibles

1.4 Justificacion

El siguiente trabajo esta dedicado a todos los lectores que quieran y les guste
aplicar métodos de teoria de conjuntos fuera de la teoria clasica de conjuntos, a

partir de la Teoria de la medida.

La importancia de la Teoria de Conjuntos radica en que a partir de ella se pueda
reconstruir toda la matematica, mientras que la teoria de la medida es de
importancia central en la geometria, la probabilidad y en la estadistica, ya que
permite crear nuevas formas de medir conjuntos desde el punto de vista de la

longitud, el area, el volumen, etc.

Es asi que el motivo principal del presente trabajo es dar a conocer la importancia
de estudiar la teoria de conjuntos y los métodos tipicos de la teoria moderna de

conjuntos como: la induccion transfinita, el lema de Zorn y la hipotesis del
continuo, obteniendo resultados relevantes en el estudio de las o-algebras de

los reales.

Se mostrara la existencia de subconjuntos de R con algunas propiedades

extrafias, como lo son los conjuntos de Bernstein. Para ello se desarrollaran

temas como induccién y recursividad transitiva, aritmética cardinal, entre otros.



1.5 Delimitantes de la investigaciéon

1.5.1 Tebrica

No se aplica en este tipo de proyecto

1.5.2 Temporal

No se aplica en este tipo de proyecto

1.5.3 Espacial

No se aplica en este tipo de proyecto



MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes

2.1.1 Antecedentes Nacionales

No se encontr6é antecedentes nacionales.

2.1.2 Antecedentes Internacionales

CIESIELSKI, K. Set Theory for the Working Mathematician. England:
Cambridge University Press, 1997.

En el texto el autor se concentra en los métodos tipicos de teoria de
conjuntos moderna: induccion transfinita, lema de Zorn, hipotesis del
continuo. La elecciéon de los temas y la forma en que se presentan esta
subordinada a un propésito: obtener las herramientas que son mas utiles
en las aplicaciones, especialmente en geometria abstracta, analisis,
topologia y algebra. En particular, la mayoria de los métodos presentados
en el liboro van acompafados de muchas aplicaciones en geometria

abstracta, analisis real y, en algunos casos, topologia y algebra.

ALFRED TARSKI'S WORK IN SET THEORY, AZRIEL LEVY. The

Journal of Symbolic Logic, Mar., 1988, Vol. 53, No. 1 (Mar., 1988)

Un motivo central en el trabajo de Tarski en teoria de conjuntos, y también
en logica, fue la idea de algebraizacién. Tarski probablemente esperaba
gue un calculo algebraico de la teoria de conjuntos hiciera que las sélidas

herramientas desarrolladas en la teoria de conjuntos estuvieran



disponibles para muchos casos diferentes, tanto en la teoria de conjuntos
como fuera de ella. Esta algebraizacién se llevé a cabo principalmente en
dos direcciones diferentes. Una direccion es la de las algebras de Boole
y sus modelos-campos de conjuntos naturales; nos referiremos a ella
como la direccion algebraica booleana. Esta direccién resultdé ser
inmensamente exitosa y dio muchos frutos para la investigacién en
grandes cardenales y forzamiento. La otra direccién de la algebraizacion
de la teoria de conjuntos llevada a cabo por Tarski es la del analisis de la
accion de funciones uno-uno que conducen a las algebras cardinales y
ordinales; nos referiremos a ella como la direccion algebraica. Tarski y
algunos de sus alumnos invirtieron mucho trabajo e ingenio en esta
direccion, pero no resultd ser una fuente importante de matematicas
fructiferas. El modelo principal para la direccion algebraica fue la teoria
aditiva finita e infinita de los cardinales en ausencia del axioma de
eleccion, posiblemente en presencia de alguna version débil de este
axioma. El axioma completo de eleccion permite operaciones de caracter
altamente no constructivo, y no es probable que uno pueda algebraizarlas
de ninguna manera util. Por tanto, los teoremas tedricos de conjuntos que
mencionaremos en nuestra descripcion de esta direccion seran teoremas

demostrables sin utilizar el axioma de eleccion.

On the Berstein=Svarc theorem in dimension 2 ,BY ALEXANDER N.
DRANISHNIKOV AND YULI B. RUDYAK, Department of Mathematics,

University of Florida, 358 Little Hall, Gainesville, FL 32611, U.S.A.



2.2 Bases teoricas

Esta seccion esta dedicada a mostrar el contenido tedrico necesario para la
realizacion del presente trabajo, con esta finalidad seguiremos los resultados
mostrados en LEFSCHETZ, S. Introduction to Topology. United States:
Princeton University Press, 2015 ; y Folland, G.B. 1999. Real Analysis:
Modern Techniques and their Applications. 2nd edition. John Wiley & Sons

Inc.
2.2.1 Buen orden
Definicién 1:

Dada < una orden sobre X , decimos que < es una buen orden si, dado
cualquier A c X no vacio, existe a € A tal que a = min 4, estoes, a < b,

para todo b € A.
2.2.2 Ordinales
La idea de definir nimeros ordinales es para que
x< [ siysolosi a€ B,y a={f:<a}
Definicién 2:
Decimos gue un conjunto X es transitivo si, paratodo y € X, tenemos
que y c X.
Definicién 3:

Un conjunto es un numero ordinal (un ordinal) si €l es transitivo y bien

ordenado por E.

10



Denotaremos ordinales con letras griegas minusculas «, 8, y, etc. La

clase de todos los ordinales es denotada por Ord.

Definimos

a < Bsiysolosi x€p
% x< Bsiysolosi(a<f o a=p)
Definicion 4:

Sea o« un ordinal. Si x= g + 1 para algun g ordinal, decimos que « es
un ordinal sucesor. Si « no es un ordinal sucesor, entonces «=

sup {B: B <x} = U «x , « es llamado ordinal limite.

Note que todo n € w = {0,1,2, ...} no vacio es un ordinal sucesor. Note

también que w es un ordinal limite.

2.2.3 Topologia en los ordinales

Fijando un ordinal «, hay una topologia muy natural en él, la topologia

del orden:
Definicién 5:

Dado un ordinal «, llamamos de topologia del orden a la topologia

generada por los conjuntos de la forma

[0,¢[,1&n[ y1n, af

Donde é,n € a

11



Definicién 6:

Un espacio topolégico X es llamado un espacio T, 0 espacio de
Hausdorff, si para todo par de puntos distintos x;,x, € X existen

conjuntos abiertos U;, U, tales que

x, € Uy, x,€U, y UynU; =0

Definicién 7:

Un espacio topoldgico X es llamado separable si existe un subconjunto

numerable D de X talque D =X

Definicién 8:

Sea X un espacio topoldgico y x € X.

e Un conjunto N € X es llamado una vecindad de x en X si existe
un conjunto abierto U conx € U S N.

e Una base de vecindades en x es una familia 3, de vecindades de
x (en X) tal que toda vecindad de x contiene algin miembro de

R, .

Definicién 9:

Un espacio topologico X es llamado primero numerable si X tiene una

base de vecindades numerable en cada punto.

12



Definicién 10:

Un espacio topolégico X es llamado segundo numerable si existe una

base numerable de abiertos para X .

Definicién 11:

Un espacio topologico X es llamado secuencialmente compacto si X
es Hausdorff y toda sucesion de puntos de X tiene una subsucesion

convergente.

w1, €l primer ordinal no numerable

Definicién 12;

Llamamos de w; un conjunto bien ordenado y no numerable tal que para

cada x € w4, el conjunto {f € w; : f < a } es numerable.

2.2.4 Cardinales

Definicién 13:

Dos conjuntos A4, Btienen la misma cardinalidad (numero cardinal,

cardinal), y escribimos A ~ B si existe una biyeccion f : A — B.

Definicion 14:

13



El numero ordinal mas pequefio con esta propiedad se llama

cardinalidad de A y se denota por |A|. Esto es,

|A] = min{x: « es ordinal y A = o}

2.3 Marco conceptual

2.3.1 Teoriade conjuntos

Es una rama de la l6gica matematica que estudia las propiedades y
relaciones de los conjuntos: colecciones abstractas de objetos,
consideradas como objetos en si mismas. Los conjuntos y sus
operaciones mas elementales son una herramienta de cualquier teoria

matematica.

2.3.2 Teorema del buen orden

El teorema del buen orden establece que todo conjunto puede ser bien
ordenado. Un conjunto X esta bien ordenado por un orden estricto si
todo subconjunto no vacio de X tiene un elemento minimo bajo dicho

orden.

2.3.3 Espacio Topoldgico

Un espacio topoldgico es una estructura matematica que permite la
definicion formal de conceptos como convergencia, conectividad,

continuidad, vecindad, usando subconjuntos de un conjunto dado.

14



2.3.4 Axiomade eleccidon

En teoria de conjuntos, el axioma de eleccién es un axioma que postula
gue, para cada familia de conjuntos no vacios, existe otro conjunto que

contiene un elemento de cada uno de aquellos.
2.3.4.1 Conjunto de Bernstein

Un subconjunto B de R es un conjunto de Bernstein si tanto B como su
complemento corta a cada cerrado no numerable. Esta propiedad hace
gue los conjuntos de Bernstein sean bastantes fieros, o en términos

mas finos, ‘irregulares’.

2.4 Definiciones de términos basicos

2.4.1 Espacios Topoldgicos
Definicion 15:
Un espacio topoldgico es una pareja (X, 7) tal que X es un conjunto y
T una coleccién de subconjuntos de X tales que satisfacen
1. ¢,XerT,
2. U,...U,et= NLU€ET

3. Uy€t, paratodoa €l = Uy Uy €T

15



Definicion 16:
Sean (X, 1) un espacio topolégicoy A c X. Decimos que A es cerrado
si y solo si su complemento A€ es abierto. La cerradura A de A es la

interseccion de todos los cerrados que contiene a A, El interior A° de A

la definimos como la unién de todos los subconjuntos abiertos de A.

Definicién 17:

Sea a € R"y r > 0. Llamamos bola abierta de centro a y radio r al
conjunto

B.(a) ={x € R™d(x,a) <r}

Definicién 18:

Sea a € R"y r > 0. Llamamos bola abierta de centro a y radio r al
conjunto

B.(a) ={x € R™d(x,a) <71}

Definicién 19:

Sea A € R™ es abierto si para todo x € A, existe r > 0 tal que B,.(x) < A.

Definicién 20:

Un conjunto A € R™ es cerrado si su complemento es un conjunto

abierto.

2.4.2 Medida de Lebesgue

Se considera la medida m de Lebesgue en la recta real R.

16



2.4.3 Conjuntos medibles.

Se considera los conjuntos medibles los cuales forman el o-algebra, el

cual contiene el o-algebra de Borel B.

17



. HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1 Hipobtesis
3.1.1 Hipétesis general
e Existen ejemplos de conjuntos en R no Borelianos y no Lebesgue

medibles.
3.1.2 Hipoétesis Especifica

e Existen ejemplos de conjuntos Lebesgue medibles no Borelianos

e Existen conjuntos en R no Lebesgue medible

3.2 Definicion conceptual de variables.

3.2.1 Variable Independiente (I):

Conjuntos en R

Dado el conjunto de los reales consideraremos a los conjuntos en R como todos
los elementos del conjunto de partes de R. El conjunto de partes de R en

particular es el mayor o-algebra sobre los reales.

3.2.2 Variables dependientes (D):

Conjuntos Borelianos y conjuntos Lebesgue medibles

Un conjunto de Borel es un elemento de la llamada c-algebra de Borel, la cual

no es mas que la minima o-algebra que contiene a una topologia dada.

Un conjunto B de R"™ se dira medible si, para todo conjunto A, se verifica la

siguiente identidad:

18



m*(A) =m* (A n B) + m* (A\B).

Donde m* es la medida exterior de Lebesgue.

3.2.1 Operacionalizacién de las variables

Variables | Dimensiones Indicadores Método Técnica
Topologia Topologia en Documentos
ordinales cualitativos.
I
Conjuntos | Cardinalidad Método de Revision
en R Hipétesis del escritorio o de bibliografica.
Continuo biblioteca.
Lema de Zorn Trabajo con
equipos de
Principio de investigacion.
Eleccién
Documentos
cualitativos.
Conjuntos Conjuntos
Borelianos abiertos.
Revision
bibliogréfica.
D Método de
Conjuntos Medida exterior. escritorio o de
Lebesgue biblioteca. Trabajo con
medible equipos de
investigacion.
Medidade | g-algebras
conjuntos

Fuente: Elaboracién propia
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V.

DISENO METODOLOGICO

4.1 Tipo y disefio de investigacion

4.1.1 Tipo de Investigacién
La investigacion es de tipo bésica, pura o fundamental, pues se utiliza las
teorias existentes para profundizar en ellas, generando nuevos

conocimientos o criterios.

4.1.2 Disefo de la Investigacion
La investigacion que se desarrolla presenta el tipo inductivo — deductivo

tratando de ser lo mas exhaustivo posible en cada demostracion.

Se empezard definiendo los términos basicos relacionados a la topologia y

a la teoria de la medida, posteriormente se encontrara los resultados
analizando la topologia sobre los reales y estudiando las diferentes o-
algebras que se pueden generar sobre ellos.

Finalmente se expondran ejemplos que son Lebesgue medibles pero no

Borelianos y en particular se construirdn los conjuntos de Bernstein que

ejemplifica un subconjunto de los reales que no es Lebesgue medible.

4.2 Método de investigacion

Por la naturaleza de la investigacion, al ser tipo basica, el método empleado
es el método de escritorio o0 de biblioteca, es decir, se realizara un analisis
bibliogréafico a profundidad con respecto a las teorias relacionadas al

presente tema de investigacion.

20



4.3 Poblacién y muestra

No se aplica en este tipo de proyecto.

4.4 Lugar de estudio
El lugar de estudio para el presente proyecto de investigacion se desarrollo
en la biblioteca especializada y laboratorio de la Facultad De Ciencias
Naturales Y Matematica, biblioteca central de la Universidad Nacional Del

Callao.

4.5 Técnicas e instrumentacion para la recoleccion de informacion
La técnica aplicada al presente trabajo proyecto de investigacion fue la
técnica del andlisis documentario, cualitativo. Ello se basa en el andlisis de
documentos existentes en articulos, libros, revistas cientificas. Acorde a

nuestra investigacion no se aplica instrumento de recoleccion de informacién

4.6 Analisis y procesamiento de datos
Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesité procedimientos
de recoleccion de datos mas que la revision de bibliografia (libros, paginas

web, paper, etc.)

4.7 Aspectos Eticos en Investigacion.

El presente trabajo cumple las normas establecidas (articulo 427-438 del
Caodigo Penal, Ley sobre el Derecho de Autor-Decreto Legislativo N° 822) en

nuestro pais, no incurriendo en el delito contra la fe publica.
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4.8 Si la orientacion es hacia un proyecto de inversion,

4.9

considera: Estudio técnico, Estudio econdmico-financiero,

Estudio de la organizacién administrativa.

No se aplica para este tipo de proyecto.

Si el proyecto se orienta al impacto ambiental, considera:
Area de estudio, Evaluacion del impacto ambiental,

Medidas ecoldgicas, Plan de supervision ambiental.

No se aplica para este tipo de proyecto
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Capacitacion Tedrica 03/05/2021| 23/05/2021 3
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Recopilacién de material bibliogréfico,
seleccidn y andlisis del tema. 24/05/2021| 20/06/2021 4
Componente 2:
Infinitos conjuntos Lebesgue medibles
pero no Borelianos.Conjuntos de
Bernstein
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VIl. PRESUPUESTO
ESPECIFICACIONES PORCENTAJE COSTO (S/)
(%)

Laptop 31,25 3000.00

Textos de especialidad 10,42 1000.00
Servicios de internet 4,17 400.00
Fotocopias y espiralados 1,04 100.00
Tipeos de impresion 2,08 200.00
Papel de impresion 1,04 100.00
Material de escritorio 4,17 400.00
Empastado de tesis 2,08 200.00
Ciclo tesis 43,75 4200.00

total 100 9600.00

Fuente: Elaboracion Propia
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VIII.

ANEXOS

8.1 Matriz de consistencia

Problema Objetivos Hipétesis Metodologia Variables
Objetivo General Hipétesis general Tipo de Investigacién
Problema General Mostraremos Existen ejemplos de La investigacion es de tipo béasica, pura o fundamental, Variable 1.
¢Existen ejemplos de | ejemplos de | conjuntos en R no pues se utiliza las teorias existentes para profundizar en
conjuntos en R no | conjuntos en R no | Borelianosy no ellas, generando nuevos conocimientos o criterios. Conjuntos en
Borelianos y no | Borelianos 'y no | Lebesgue medibles. Disefio de la Investigacion R
Lebesgue medibles? Lebesgue medibles. La investigacion que se desarrolla presenta el tipo inductivo
— deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo posible en Variable 2
cada demostracion.
Se empezaréa definiendo los términos béasicos relacionados Conjuntos
a la topologia y a la teoria de la medida, posteriormente se Borelianos
Problema Especifico Objetivos Hipétesis encontrara los resultados analizando la topologia sobre los
¢Existen ejemplos de | Especificos Especifica reales y estudiando las diferentes o-algebras que se Conjuntos
conjuntos Lebesgue | Mostraremos Existen ejemplos de pueden generar sobre ellos. Lebesgue
medibles no | ejemplos de | conjuntos Lebesgue Finalmente se expondran ejemplos que son Lebesgue medible
Borelianos? conjuntos Lebesgue | medibles no medibles pero no Borelianos y en particular se construiran
¢Existen conjuntos en | medibles no | Borelianos. los conjuntos de Bernstein que ejemplifica un subconjunto
R no Lebesgue | Borelianos. de los reales que no es Lebesgue medible.
medibles? Mostraremos Existen conjuntos en | Método de investigacion
ejemplos de | R noLebesgue Por la naturaleza de la investigacion, al ser tipo béasica, el

conjuntos en R no

Lebesgue medibles

medible

método empleado es el método de escritorio o de biblioteca,
es decir, se realizara un analisis bibliogréafico a profundidad
con respecto a las teorias relacionadas al presente tema de
investigacion.

Poblacién y muestra

Poblacion: Conjuntos en R.

Muestra: o-algebras en R

Lugar de estudio

Se puede considerar lugar de estudio todo espacio fisico
que contribuya en la elaboracién del presente trabajo, por
ejemplo, la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica de
la UNAC, la Biblioteca Central de la UNAC, pero debido a la
situacion actual originado por el COVID-19 el lugar de
estudio sera en mi hogar.

Técnicas e instrumentacion para la recoleccién de
informacion

Para la realizacion de este trabajo de tesis se reviso
bibliografia especializada y recopilacién de informacion
obtenida relacionada al tema de interés.

Andlisis y procesamiento de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitd
procedimientos de recoleccién de datos mas que la revision
de bibliografia (libros, paginas web, paper, etc.)

Fuente: Elaboracion propia.
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